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Generisches (lineares) diskretes Optimierungsproblem

Sei X C RY endlich (implizit gegeben, oft X C {0,1}9), c € R?
Ziel: min{(c,x) : x € X}

Polyedrischer Ansatz

Ersetze X durch conv(X) =: P = {x € RY : Ax < b}

~ lineares Problem
()

im Allgemeinen: Ax < b hat zu viele Ungleichungen
Lineare erweiterte Formulierungen
P={xeR?: Fx+ Gy < h fiir ein y € R¥}

(o)
in vielen Situationen sehr hilfreich ~—
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Beispiel: minimale Spannbaume

Spannbaume  char. Vektoren

Graph mit Kanten 1,...,5 (1,1,1,0,0)

2 (1,0,0,1,1)
(1,0,1,0,1)
(1,0,1,0,1)
(0,0,1,1,1)
(0,1,1,1,0)

c1,...,c5 €R (0,1,1,0,1)

M JUCNXNY

(0,1,0,1,1)
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Problem minimaler Spannbaume

~ lineare Optimierung tiber dem Spannbaumpolytop

Das Spannbaumpolytop hat

e viele Facetten
e aber eine kleine erweiterte Formulierung

~ effiziente Reduktion zur linearen Optimierung moglich

Das gilt auch fiir andere Probleme
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Formulierung durch Projektionen

Fiir ein P € P(RY) werden ein @ € P(R") und eine affine
Abbildung 7 : R” — R? gesucht, mit:
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Lineare erweiterte Formulierungen
Fiir P € P(RY) heiBt die Darstellung

P =n(Q), Q={y eR": M(y) € R}

eine lineare erweiterte Formulierung der GroBe k.
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Lineare erweiterte Formulierungen
Fiir P € P(RY) heiBt die Darstellung

P =n(Q), Q={y eR": M(y) € R}

eine lineare erweiterte Formulierung der GroBe k.

Die lineare Erweiterungskomplexitit xc(P) von P € P(RY) ist die

kleinste GroBe einer linearen erweiterten Formulierung von P.

OVGU Magdeburg Gennadiy Averkov



Semidefinite erweiterte Formulierungen

Idee: ersetze Rﬁ durch den Kegel

Si = {S e Rk . S symmetrisch, psd}.
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Semidefinite erweiterte Formulierungen

Idee: ersetze Ri durch den Kegel
Si = {S e Rk . S symmetrisch, psd}.
im Raum

sk .= {5 eRFk . s symmetrisch}.

Die Darstellung
P =7(Q), Q={yeR": M(y) €S}

mit affinen Funktionen 7 : R” — RY und M : R" — Sk, heiBt eine
semidefinite Formulierung von P der GroBe k.
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Die semidefinite Erweiterungskomplexitit sxc(P) von P ist das
kleinste k, fiir welches eine semidefinite Formulierung von P der
GroBe k existiert.
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Die semidefinite Erweiterungskomplexitit sxc(P) von P ist das
kleinste k, fiir welches eine semidefinite Formulierung von P der
GroBe k existiert.
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Die semidefinite Erweiterungskomplexitit sxc(P) von P ist das
kleinste k, fiir welches eine semidefinite Formulierung von P der
GroBe k existiert.

1 x1 x
x1 1 x3 ist psd
X2 X3 1
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Zusammenhang

sxc(P) < xc(P)

Ein Beispiel mit sxc(P) < xc(P)

Fiir P = [0,1]? gilt sxc(P) = d + 1 und xc(P) = 2d.

Offenes Problem: Wie groB3 kann der Unterschied sein?

Fiir einen Graphen G = (V/, E) betrachte
Pstab(G) := conv{xs € {0, 1}V : S stabile Menge von G}.
Ist G perfekt, so gilt sxc(Pstab(G)) < |V|+ 1.

Vermutung: xc(Pstab(G)) ist nicht polynomiell in |V/.
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Resultate fiir P({0,1}9)

Theorem (RothvoB (2011))

Es existieren P € P({0,1}9) mit xc(P) > 20499,

(Dariiber hinaus: lineare Erweteirungskomplexitit eines zufalligen

Polytops aus P({0,1}?) exponentiell mit einer sehr hohen
Wahrscheinlichkeit.)

Theorem (Briét, Dadush, Pokutta (2013))

Es existieren P € P({0,1}9) mit sxc(P) > 20244,

(Dariiber hinaus: die semidefinite Erweiterungskomplexitit eines
zufilligen Polytops aus P({0,1}%) exponentiell mit einer sehr
hohen Wahrscheinlichkeit.)
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Hausdorff-Abstand
dist(A, B) :=

max{maxaeca Minpcp ||a — b||2, maxpeg Minaea ||a — b2}
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Hausdorff-Abstand
dist(A, B) :=

max{maxaeca Minpcp ||a — b||2, maxpeg Minaea ||a — b2}

Beispiel:

(1,1)

N
N
N
N

(0,0) (1,0)
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Theorem (G.A. & Voker Kaibel & Stefan Weltge)

Sei P C P(RY) mit dim(P) > 1 fiir alle P € P und 2 < |P| < oo,
und seien p, A > 0 Konstanten mit
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Theorem (G.A. & Voker Kaibel & Stefan Weltge)
Sei P C P(RY) mit dim(P) > 1 fiir alle P € P und 2 < |P| < oo,
und seien p, A > 0 Konstanten mit
o PC{xeR?: x| <p} firalle P € P und
e dist(P,P') > A fiir alle P,P" € P, P # P'.
Dann gilt

log |P|
> 4
maxsxc(P) = \/8d(1 +log(2p/A) + log log [P])

Der wichtigste Term: {/log |P|
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. und fir die lineare Erweiterungskomplexitat gilt:

Theorem
log |P|
P) >
rpea;)(xC( ) = \/8d (1+log(2p/A) + log log |P])

Der wichtigste Term: /log |P]
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Anwendung fiir P({0,1}9)

Sei P :={P € P({0,1}9) : dim(P) > 1}
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Anwendung fiir P({0,1}9)

Sei P :={P € P({0,1}9) : dim(P) > 1}

log |P|
P)> ¢
maxsxc(P) = \/Sd (1+ log(2p/A) + log log |P|)

o |[P|=2%—2¢_1
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Anwendung fiir P({0,1}9)

Sei P :={P € P({0,1}9) : dim(P) > 1}

log |P|
P)y> ¢
maxsxc(P) = \/Sd (1+ log(2p/A) + log log |P|)
o |P|=22"—2d 1
« p=d
_ 1
¢« A=
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Anwendung fiir P({0,1}9)

Sei P :={P € P({0,1}9) : dim(P) > 1}

log |P|
P)> ¢
maxsxc(P) = \/Sd (1+ log(2p/A) + log log |P|)

o |[P|=2%—2¢_1

op:\/a
_ 1
.A_\/—g

4 29 0.24d
maxsxc(P) > (| —— > 2%
PeP poly(d)
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Anwendung fiir P({0,1}9)
analog erhalt man auch

Korollar

Ein zufilliges gleichmissig verteiltes P aus P({0,1}9) erfiillt die
Ungleichung
PrOb(SXC(P) S 20.24d) S 2_2d717

wenn d geniigend groB ist.
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Beweisidee (semidefiniter Fall)

Sei k derart, dass man fiir jedes P € P die folgende
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{xeR": Ix[2 <1} CQRC{x €R" : [Ix]l2 < n}
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Beweisidee (semidefiniter Fall)

Sei k derart, dass man fiir jedes P € P die folgende
Darstellung findet: P = 7(Q) mit Q = {y € R": M(y) € Sk}

zu zeigen: k ist groB.

Wir normalisieren die Darstellung:
Q C R" ist beschrankt

{xeR": Ix[2 <1} CQRC{x €R" : [Ix]l2 < n}
(vgl. Lowner-John-Ellipsoide)

Q={yeR": Ay) +1e Sk},
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Beweisidee (semidefiniter Fall)

Sei k derart, dass man fiir jedes P € P die folgende
Darstellung findet: P = 7(Q) mit Q = {y € R": M(y) € Sk}

zu zeigen: k ist groB.

Wir normalisieren die Darstellung:
Q C R" ist beschrankt

{xeR": Ix[2 <1} CQRC{x €R" : [Ix]l2 < n}
(vgl. Lowner-John-Ellipsoide)

Q={yeR": Ay) +1e Sk},
und A : R"” — Sk linear
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Wir parametrisieren die erweiterten Formulierungen

m(y) = ely) + ¢,
t € R und ¢ : R” — R linear
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Wir parametrisieren die erweiterten Formulierungen

m(y) = ely) + ¢,
t € R und ¢ : R” — R linear

~> jede normalisierte semidefinite erweiterte Formulierung ist durch
ein Tripel (A, p, t) kodiert
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Fir die Parametriesierung gilt:
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Fir die Parametriesierung gilt:

Beschranktheit:

1Al <1, lell < p, el < p
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Fir die Parametriesierung gilt:

Beschranktheit:

1Al <1, lell < p, el < p

Lipschitz-Stetigkeit:

dist(P, P') < pn*|A— A'|| + nlle — || + [t — '
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Wir fiihren einen Norm ein:

Fir w = (A, ¢, t) sei [lw]| := pn?[|A|l + nl|¢|| + [I£]
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Wir fiihren einen Norm ein:

Fir w = (A, ¢, t) sei [lw]| := pn?[|A|l + nl|¢|| + [I£]

~ ||w|| < 3pn? fiir alle normalisierten w
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Fir w = (A, ¢, t) sei [lw]| := pn?[|A|l + nl|¢|| + [I£]

~ ||w|| < 3pn? fiir alle normalisierten w

~ |lw — w'|| > A fiir alle normalisierten w # w’
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Wir fiihren einen Norm ein:

Fir w = (A, ¢, t) sei [lw]| := pn?[|A|l + nl|¢|| + [I£]

~ ||w|| < 3pn? fiir alle normalisierten w

~ |lw — w'|| > A fiir alle normalisierten w # w’

Dimension des Raums hochstens 3dk*
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Fixiere ein w fiir jedes P
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Fixiere ein w fiir jedes P
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~ die Anzahl von w's ist beschrankt
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Fixiere ein w fiir jedes P
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~ die Anzahl von w's ist beschrankt
~ |P| < f(k,d,p,A)
~> untere Schranke an k mit Hilfe von |P|,d,p und A
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Fixiere ein w fiir jedes P

~ die Anzahl von w's ist beschrankt
~ |P| < f(k,d,p,A)

~> untere Schranke an k mit Hilfe von |P|,d,p und A
O
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Einleitung

Erweteiterte Formulierungen, Motivation
Untere Schranken

Resultat

Anwendung fiir 0/1-Polytope

Beweisidee
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